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Resumen

En este trabajo se expone la forma en la que se construye la descomposicion de los Precios Marginales Locales (PML) en
sus componentes de energia y congestion con el uso del teorema de la envolvente. Los PML es la metodologia quiza mas
ampliamente utilizada alrededor de todo el mundo para determinar precios de la energia, y uno de los conceptos mas
conocidos de este mecanismo de cierre es su descomposicién en la suma de dos o tres componentes, dependiendo del modelo
utilizado; sin embargo, el por qué sucede esto no lo es tanto. Es por esto que en este documento se proporciona una
justificacion formal, pero sencilla de la construccion de tal descomposicion.

Palabras clave: precios marginales locales, teorema de la envolvente, despacho econémico, mercado eléctrico mexicano.

Abstract

This paper exposes the way in which the decomposition of Locational Marginal Prices (PML) is constructed into its energy
and congestion components using the envelope theorem. PML is perhaps the most widely used methodology around the
world to determine energy prices, and one of the best-known concepts of this clearing mechanism is its decomposition into
the sum of two or three components, depending on the model used; however, why this happens is less well understood. For
this reason, in this document a formal, but simple justification of the construction of such a decomposition is provided.

Index terms: locational marginal prices, envelope theorem, economic dispatch, mexican electricity market.
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. INTRODUCCION

Las primeras menciones del concepto de precios marginales locales se tienen a finales de los 80 y luego a
principios de los 90, con los trabajos de Schweppe et al. [1], [2] y W. Hogan [3], respectivamente. Desde ese
momento y hasta la actualidad, esto ha sido ampliamente estudiado dentro de la literatura [4], [5], [6], [7], [8],
[9],[10]. Derivado de toda esta experiencia acumulada, entre otras cosas, se sabe que:

a) Cuando se omiten los efectos de congestion y pérdidas en lared, el valor del PML es Gnico para todos
los nodos del sistema y coincide con el valor de la oferta de la dltima Unidad de Central Eléctrica
(UCE) despachada que tenga capacidad de suministrar un MW extra de potencia a lared [5].

b) Cuando se consideran los efectos de congestion o pérdidas, los valores de los PML en general son
distintos en los diferentes nodos del sistema [6].

c) Bajo los supuestos del inciso anterior, el PML es la suma de:

a. Una componente marginal de energia (en general esta componente no representa el precio de
la energia sin congestion ni pérdidas, sino que se trata del PML en el nodo de referencia; de
hecho, la componente de energia es la misma para todos los nodos del sistema [4]).

b. Una componente marginal de congestién (representa el incremento en el costo por el
redespacho de generacion requerido para no violar un limite de transmision).

c. Una componente marginal de pérdidas (representa el incremento marginal por nodo en las
pérdidas del sistema causada por un pequefio cambio en las inyecciones o retiros de energia)
[7].

d) Los componentes de los PML dependen de la seleccién del nodo de referencia, pero el resultado de la
suma de ellos es independiente de dicha seleccidn [4], [6].

De lo anterior, el tema quizd méas ampliamente conocido es la descomposicion de los PML [7], [8], [9], [10].
Sin embargo, la raz6n por la cual se tiene tal descomposicidn, no lo es tanto. No obstante que se pueden tener
ideas de la justificacion en [6], [11], [12], [13] y més recientemente en [14], al no ser el objetivo de dichos
trabajos, la explicacion no es suficiente o contiene demasiada carga matematica que podria llegar a dificultar
su deduccidn. Es por ello que en este trabajo se muestra de una forma sencilla, pero formal, la construccién de
dicha descomposicién.

El presente articulo esta estructurado como sigue: en la seccion Il se describen algunas ideas generalizadas que
se tienen acerca de los PML, lo cual da la motivacién y sentido al objetivo de este trabajo. La seccion 111 provee
de la herramienta matemaética que se aplica en la construccion de la descomposicion de los PML, el teorema de
la envolvente; se enuncia y demuestra el teorema para los casos sin restricciones, y se enuncia el teorema para
el caso con restricciones. En la seccién 1V se muestran distintos modelos de despacho y se describe como se
obtienen los PML a partir de la aplicacién del teorema de la envolvente. Finalmente, en la seccién V se dan las
conclusiones.

Il. MOTIVACION DEL PROBLEMA

El concepto de los Precios Marginales Locales involucra la forma en la que cambia el costo total 6ptimo de
operacion de un sistema de potencia con respecto al cambio en la demanda; es decir, una vez que se tiene
definido el despacho éptimo de generacion para un escenario de demanda, se debe investigar cual seria la
variacion en el costo total obtenido si dicho escenario de demanda cambia de forma marginal. Nétese que lo
anterior no se resuelve estudiando la derivada de la funcidn objetivo con respecto a una variable, sino que, a
partir del valor 6ptimo obtenido, se trata de conocer como cambiaria dicho valor cuando cambia el valor de un
pardmetro del problema; en este caso, la demanda.
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Una nocion muy generalizada del concepto de Precios Marginales Locales es que se trata de las variables duales
del problema. En estos términos, el PML seria igual a 4, donde A denota el valor de la variable dual de la
ecuacion de balance de potencia de un modelo de despacho uninodal, en el cual a partir de un conjunto de UCE
denotado por U, la suma de la potencia generada por cada UCE conectada al nodo ((inico), debe satisfacer la
demanda total en el nodo, Pp:

Z Pg, = Pp: A

ieu

Lo anterior tiene su sustento debido a que el valor de las variables duales en un problema de optimizacion indica
“el cambio en el valor de la funcién objetivo ante un cambio marginal en el valor del lado derecho de la
restriccion”. Sin embargo, existen tantas variables duales como restricciones en el problema de optimizacion.
Entonces, ¢cudl de todas ellas determina el PML? Es decir, una expresion valida para los PML es, por ejemplo:

PML = A — PTDF(z* — ) 1)

donde tanto A, #t y 7~ son algunas variables duales del problema de despacho y PTDF se refiere a los valores
de los factores de distribucion de transferencia de potencia. En especifico, z* y 7~ se refieren a las variables
duales de las restricciones de flujo maximo y minimo en las lineas de transmisién.

Mas aun, los PML en el Mercado Eléctrico Mayorista (MEM) de México se calculan con [15]:

= - 2
PML,, = A + Z Spre SfbThrme — z Opre SfDTorne — Xek Sper,ft ! )
breBR breBR

donde 4, Q,Ey X, son todas, variables duales del modelo de despacho y asignacién de unidades del MEM.

De esto es evidente que la aseveracion de que los PML son las variables duales del problema, es al menos una
afirmacion incompleta o que es valida sélo para ciertos casos particulares. Entonces, ¢cdmo se construye una
expresion para los PML como la dada en (1) o (2)? y ¢por qué se dividen de tal manera? La clave para la
respuesta a estas preguntas estd en la definicién de los Precios Marginales Locales. Sin embargo, para
estudiarlos, se requiere un andamiaje matematico que permita describir el cambio del valor éptimo de un
problema de optimizacion con respecto a un parametro. Ese armamento matematico para estudiar esta tasa de
variacion tan particular para conocer los PML lo da el teorema de la envolvente, y ayudara a revelar cémo se
construyen (y no simplemente la forma en la que se calculan) las expresiones (1) y (2).

1lI. TEOREMA DE LA ENVOLVENTE

De manera general, los problemas de optimizacién dependen de un conjunto de variables de decision. Ejemplos
de esto puede ser la minimizacién de una parabola G(x) = x2 o de un paraboloide H(x,y) = x2 + y?, que
dependen de una y dos variables de decision, respectivamente.

Sin embargo, existen algunos problemas en los que la funcion objetivo (f.0.) o las restricciones dependen
ademds de una serie de parametros. Un ejemplo sencillo de esto Gltimo es la minimizacion de una funcién
objetivo (sin restricciones) representada por F(x; ) = x% — 4Bx + B en la que ésta depende de una Unica
variable de decision x y de un Unico pardmetro B. Note que, en este caso el valor minimo que alcance esta
funcién dependera del valor dptimo de la variable x que, a su vez, dependeréa del valor del parametro . Por
ejemplo, F alcanza el valor minimo de -3 en el éptimo x* = 2. Pero ambas cosas suceden cuando B vale 1. Si
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ahora = 2, entonces x* = 4 y el valor minimo de la f.o0. es -14, y asi sucesivamente. Es claro que, si el valor
del pardmetro B cambia, entonces el 6ptimo y el valor minimo de la f.0. también lo haran, asi que podemos
decir que x* es una funcion del pardmetro, i.e., x* = x*(B), y podemos definir también la funcién de minimo
valor o funcion objetivo-indirecta como V(B8) = F(x*(B); B), que es la funcidn que dara el valor minimo que
se obtendria para cada valor de 8. Para la funcién F del ejemplo, se tiene de las condiciones de primer orden
que 2x — 4B = 0, de donde x*(B) = 28, y la funcién de minimo valor es V(B) = F(x*(B); B) = (2B)?* —
4B(2B) + p = —4p? + B. Es decir, para cada 8, F es una parabola con un minimo en 2 y un valor minimo
de —4p% + B.

Ahora que se ha caracterizado con una funcion (funcion objetivo-indirecta) la forma en la que se comporta el
valor minimo de la f. 0., se puede saber la forma en la que éste cambia cuando cambia un parametro, calculando

d‘;—(ﬁﬁ). Sin embargo, es posible evitar la construccion de la funcién objetivo-indirecta y el posterior calculo de

su derivada, utilizando el teorema de la envolvente.

Para enunciar, demostrar y ejemplificar los teoremas, considere el siguiente problema general de optimizacion
de varias variables con M =1, 2, ..., m, restricciones.

min, £ )
x€eR (3)
Sujeta a: gy (x; B) = by

A. Teorema de la envolvente (sin restricciones)

Para este primer teorema, se supondra la relajacién de (3) a un problema sin restricciones con una Unica variable
y un Unico parametro, i. e.,

min f(x; )
x ER

Teorema 1. Suponga que para cada valor del parametro 8, la funcion f(x; B): R — R es derivable y alcanza un
minimo (que es Unico) en x*(B) que, a su vez, es una funcion derivable de 8. Entonces, la funcion objetivo-
indirecta V() es derivable, y su variacion debida a la variacién en el parametro esta dada por:

av(p) of(x; B)
g~ ap

x"(B)
Demostracién. Como V() = F(x*(B); B), de laregla de la cadena:

av(p) _of(x; B) dx(B) , /(% B)

Como f alcanza el éptimo en x*(8), se debe cumplir que % @ = 0. De modo que:
X
av(p) _ of(x; B)
dp ap 2 (B)
|
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Es decir, se debe calcular el 6ptimo del problema (condiciones de primer orden) y evaluarlo en la derivada
parcial de la f.0. con respecto al parametro. Para el ejemplo de la minimizacién de la funcién objetivo F que se
F(x; B) _

ha trabajado hasta ahora, se tiene que x*(8) = 23, como Y —4x + 1, la variacion del valor minimo

ante una variacion del parametro estara dada por:

dv(B)

a5 =[-4x+1],=-86+1

B. Teorema de la envolvente (con restricciones)

En esta subseccion se enunciara el teorema de la envolvente para el problema (3) con N variables, S parametros
y M restricciones.

Teorema 2. Considere la funcion de valor V() para el problema (3), suponga que es derivable en cierto vector
de pardametros 8 € RS y que (A, A2, -+, Ay sON los valores de los multiplicadores de Lagrange asociados a la
x Optima en S, x*(B). Entonces, paratodai=1, ..., S, se cumple que:

W) ofxBr B N, 0gmx(B); B)
T mz’l’” 9;

aB; F)

Demostracién, véase [16], pp. 965.

Note que el lagrangiano del problema de optimizacion completo dado por (3), es:

L=fCi B = ) algis /)= bi]

ieEM

de modo que el lado derecho de la igualdad en el teorema 2 se puede ver como la derivada parcial del
lagrangiano del problema de optimizacién con respecto al parametro, evaluado en el punto éptimo.

V. PRECIOS MARGINALES LOCALES

A partir de tres modelos distintos, en esta seccién se presentara la forma en la que se construyen los PML. El
primer modelo es un modelo uninodal en donde toda la generacion y cargas se encuentran conectados a un
mismo y Unico nodo. A pesar de ser un modelo extremadamente simplificado, se utilizara como base para
mostrar la forma en la que se construyen los PML. Posteriormente, se extenderan los conceptos a dos modelos
que consideran la red y que pueden describir los efectos de la congestion en el precio nodal sélo diferenciados
por la forma en la que se calculan los flujos. El primer modelo que considera la red sera un modelo con un
equivalente de CD, mientras que el segundo sera uno que use PTDF.

Los Precios Marginales Locales se definen para cada nodo como: el incremento marginal en el costo de
operacion éptimo del sistema que se genera por suministrar un incremento —también marginal- de demanda en
el nodo (normalmente de 1 MW), en otras palabras, son la tasa de variacion del costo de operacion dptimo con
respecto a la variacion en la demanda y sera esta definicion, junto con la aplicacion del teorema de la envolvente,
la clave de la construccién de los PML.
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A. Despacho uninodal

En este problema, se tiene un conjunto U de UCE y un conjunto de cargas conectadas a un tnico nodo. El costo
total de operacion se puede modelar como la suma de los costos de todas las UCE, es decir, X; ¢y C; (Pg,), donde
Ci es la funcidn de costos de generacién de cada UCE conectada al sistema (normalmente funciones cuadraticas
con coeficientes cuadratico, lineal y constante, cf, c} y cb, respectivamente). EI despacho de generacion debe
cumplir el balance de potencia en el nodo, i. €., que la suma de la potencia generada de cada UCE conectada al
nodo, Pg,, satisfaga la demanda total, P,,. Asi, considerando que todas las UCE no tienen limites de generacion
y que se tiene un parametro S que modele la variacién marginal en la demanda total, se tiene el siguiente modelo
de optimizacion:

; 2 qp2 ! b
min ¢; PG, +ciPg, +c
G
i€

Sujeta a: 4

ZPGiZPD-i_ﬁ

ieU

Al contar con una sola restriccion, el lagrangiano contiene un tnico multiplicador de Lagrange (A1), y se escribe
como:
DGR

iev

L= [Z ¢ P&, + c{Pg, +c!

ievu

Las condiciones de optimalidad de primer orden para este problema quedan:

oL ,
FG=O ieUvu
oL

9.0

Resolviendo el sistema de ecuaciones con el valor particular de g = 0 (escenario base de la demanda), se
obtiene la solucion 6ptima (Pg,, A°).

Note que el lagrangiano se escribe como:

L= [Z ¢ P&, + ciPg, + ¢!

iEU

1) Po+ AP+ AB

eV

Entonces, si V es la funcidn objetivo-indirecta para el problema de optimizacion (4), y si se quiere investigar la
variacion de V con respecto a la variacién marginal en la demanda (parametro), del Teorema 2 de la envolvente:

V() OL(Ps, % B) o
- - P* . l*
% B Ny )
de modo que:
av
®_
B
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Es decir, la variacion en el costo total 6ptimo de operacién debido a la variacion marginal en la demanda (en
otras palabras, el PML) para el modelo del despacho uninodal (4), esta dado por el multiplicador de Lagrange,
A, correspondiente a la ecuacion de balance de potencia. Y en efecto, en este caso se cumple que el PML es la
variable dual de la ecuacion de balance de potencia.

A manera de resumen, dado un modelo de despacho, la construccion de los PML usando el teorema de la
envolvente sigue los siguientes pasos:

Construir el lagrangiano.

Establecer las condiciones de optimalidad de primer orden para el problema.

Resolver el sistema de ecuaciones con f = 0 (escenario base de la demanda).

Calcular la derivada parcial del lagrangiano con respecto a la variacion en la demanda.
Evaluar la solucién éptima en el resultado de la derivada parcial obtenida en el punto anterior.

arwdNE

B. Despacho sin pérdidas considerando la red (Modelo de CD)

Para este primer modelo considerando la red (sin pérdidas), se hara uso de un modelo de CD para el calculo de
los flujos en la red. En este caso, el balance de potencia en cada nodo debe considerar el total de la suma de las
inyecciones de potencia al nodo k (generacion mas inyeccion desde otros nodos a través de lineas de
transmisién) y el total de la suma de las extracciones en ese mismo punto (demanda méas envios de potencia
desde el nodo k hacia otros puntos del sistema a través de lineas de transmision), es decir:

Z Pg, + Z fue = Pp, + z fu: k €B
i €Uy (3 (k,De]

donde B es el conjunto de nodos, U, el conjunto que contiene las UCEs conectadas al nodo k, J el conjunto de
ramast, y f; es el flujo de potencia en la rama (k, I). Al tratarse de un modelo equivalente de CD, el flujo de
potencia para cada rama se calcula como [17]:

0, —0
fr ==L (kDeJ
Xk1

donde 6,, es el angulo de fase en el nodo k y x,,; es la reactancia de la rama (k, I).

Si el flujo en cada rama se encuentra limitado tanto inferior como superiormente por los limites térmicos f;,; y
fkl, respectivamente, se tiene:
fu<fua<fy &DE]

Analogamente, considerando limites en la generacién de cada UCE:

De este modo, una formulacién de despacho sin pérdidas considerando un modelo de flujos de CD se puede
escribir como:

1 Una rama es una trayectoria disponible entre un par de nodos en donde se encuentra al menos una linea de
transmision.
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; qp2 ! b
min Z ¢; PG, +ciPg, ¢

Pg,0 -
ievu
Sujeta a:
D fu= D fu= ) Po— (ot Bk €B
(k,DEJ Lk)E] i€ Uk 5)
0,—0, —
L‘klS £ lsfkl; (k;l)E]

P, < P, <Pg; €U

En esta formulacion (5), el parametro 8, modela la variacion marginal en la demanda del total de las cargas
conectadas al nodo k, Py, .

Siguiendo la secuencia para la construccion de los PML sefialada en la subseccién anterior, se observa que, en
este caso, el lagrangiano contiene k multiplicadores, 4, debido a las restricciones de balance (una por cada
nodo), card(J) multiplicadores fi,,; debido a las restricciones de méaximo flujo, card(J) multiplicadores

debido a las restricciones de minimo flujo, card(U) multiplicadores 7; debido a las restricciones de potencia
méaxima de generacion y card(U) multiplicadores t; debido a las restricciones de potencia minima de
generacion. Asi, la funcion Lagrangiana para el problema de optimizacion (5) es:

L= ZciqPéi+cilPGi+cib— Zlk chi_ (PDk+.8k)_ (2 fra — Z fzk>
(k.DEJ tLk)ej

=) keB €U

- Z ﬁkl [71“_ ka_;gl] - Z Hia [ekx;el_ ]_Ckl] - Z?i [ﬁGi_PGi]_ ZL’ [Pcl- - fai]

(k,DEJ (k,DEJ ieU ieU

Estableciendo las condiciones de optimalidad de primer orden (las derivadas parciales del lagrangiano con
respecto a cada variable igual a cero) y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante con 8, =0V k €B
(escenario base de la demanda), se obtiene la solucién del problema que, de manera compacta se puede escribir
como (P;, 0% A", u*t*) = ¥".

Observando la distribucion de términos en el lagrangiano y si V es la funcidn objetivo-indirecta para el problema
de optimizacién (5), del Teorema 2 de la envolvente:

V(B LY p)

= = Alyr
0By B . T
De modo que:
v
®) _
9Py

Es decir, la variacion en el costo total 6ptimo de operacion debido a la variacion marginal en la demanda del
k-ésimo nodo (PMLy) para el modelo de despacho de CD (5), esta dado por el multiplicador de Lagrange, A,
correspondiente a la ecuacion de balance de potencia del nodo k, y también se cumple que los PML estan dados
por las variables duales de cada ecuacidon de balance de potencia.
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C. Despacho sin pérdidas considerando la red (Modelo usando PTDF)

Una alternativa para el calculo del flujo en ramas que se deriva del modelo de CD es el de factores de
distribucidn de transferencia de potencia (PTDF), que representan la sensibilidad en el flujo de una linea ante
un cambio en la transferencia de potencia entre dos nodos [17]. Usando los PTDF, el flujo en la rama (k, I) se
puede calcular con:

fen = ) PTDFyy [Po,—Po i (D €]

i€EB

Entonces, la formulacion de despacho considerando un modelo con PTDF para la red, queda:

; 2 qp2 ! b
min ¢; PG, +ciPg, +¢;
G

ieu
Sujeta a:
D o= ) Bo+ B
i€EB i€EB
Z PTDF}yy [Pe, = (P, + B)] < Frp (KD E€J (©)

iEB

ZPTDF("U) [PGi—(PDi+ B)| = fur (kKD EJ
ieB
P, < P, <Pg; (€U

L

En esta formulacion (6), cada pardmetro 5; modela la variacion marginal en la demanda del total de las cargas
conectadas al nodo i, Pp,.

La funcidn lagrangiana para este problema de optimizacion es:

L= ZC?P& +ciPg +c) =2

> P = B+ B

iev i€B
——ZﬁJﬁ—}}m%Mm—mmeL—ZEMEFW%J%—%ﬁmHa@
(k,DEJ iEB (k,DEJ i€EB
- Z?i [ﬁai _Pc;i] - ZL‘ [Pci - Bai]
iEU ieu

Procediendo de la misma manera que en los anteriores modelos, se obtiene la solucién del problema, que se
puede escribir como (P;, A", u*,7*) = @", y:

V() _oL(®; p)
T

De modo que:
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av(p) . R ; — .
S5 =4t Z Wiy PTDF}, ) — Z i, PTDF}, )
l (e, DE] (eDe)

()

Es decir, la variacion en el costo total ptimo de operacion debido a la variacion marginal en la demanda del
i-ésimo nodo (PML,) para el modelo de despacho usando PTDF (6), esta dado por la suma de dos componentes:

e una componente (componente marginal de energia) dada por el multiplicador de Lagrange, A,
correspondiente a la ecuacion de balance de potencia (note que esta componente es la misma para
cualquier nodo); y

e una componente (componente marginal de congestidn) dada por el término.

M PTDF},\, — I, PTDF("RID
(k,DEJ (k,DEJ

Se puede observar que la expresion (7) que se ha obtenido aqui para el PML, coincide con la formula
proporcionada en la ecuacion (163) de la formulacién matematica del modelo AU-MDA del Mercado Eléctrico
Mayorista con la que se calculan los PML en México [15], excepto por la componente marginal de pérdidas,
las cuales no se consideraron en este trabajo.

Si se revisan los resultados del mercado mexicano en el portal pablico del Sistema de Informacién del Mercado
[18], correspondientes a los precios de energia y servicios conexos MDA, se puede observar que para cada hora,
la componente marginal de energia es la misma para los 2403 nodos que componen el Sistema Interconectado
Nacional (SIN), también para los 113 nodos que componen el Sistema de Baja California (BCA) y para los 30
nodos que componen el sistema de Baja California Sur (BCS) al dia de operacién del 23 de diciembre de 2022;
por ejemplo, para la hora 1 de ese dia, dicha componente tuvo un valor de 1032.97 $/MWh, 5140.78 $/MWh y
2387.16 $/MWh, para todos los nodos del SIN, BCA y BCS, respectivamente [19]. Andlogamente, se observa
una componente marginal de energia de 960.72 $/MWh, 4854.54 $/MWh y de 2358.47 $/MWh, para cada
sistema interconectado, respectivamente, y asi para cada hora del dia.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha mostrado la forma en la que se construyen los PML para tres distintos modelos. En el
primer modelo se demuestra que bajo las simplificaciones de un modelo uninodal, el PML esta dado por el
multiplicador de Lagrange de la —Unica— ecuacién de balance. En el segundo modelo, dado por una formulacién
que considera la red con un equivalente de CD, se demuestra que el PML en cada uno de sus nodos esta dado
por el multiplicador de Lagrange de cada ecuacién de balance que corresponde al nodo en cuestion. Finalmente,
se ha presentado una Gltima formulacion considerando un modelo con PTDF para la red, en donde se demuestra
y justifica la descomposicion del PML en componentes, en este caso uno de energia y otro de congestién. Vale
la pena sefialar que con este Gltimo resultado se da un paso definitivo en la justificacion de la férmula para el
calculo de los PML en el Mercado Eléctrico Mayorista de México y otros mercados internacionales (que
contienen las tres componentes), ya que, si se plantea un modelo que considere las pérdidas y con base en el
teorema mostrado, la extension es directa.

Como un subproducto del trabajo, se ha demostrado también que cuando los PML se descomponen, la
componente de energia es la misma para todos los nodos; tal como se menciond, esto se puede observar en los
resultados que se encuentran en plataformas publicas no sélo de México sino de cualquier parte del mundo en
el que se usen la metodologia de precios marginales locales para el calculo de los precios nodales del sistema
eléctrico.
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