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Resumen
El presente trabajo estudia el modelo lineal multivariado de dimensién alta y rango bajo, este nos proporciona informacion
relevante de una muestra dada, con la ayuda de un algoritmo de la computacidn cuéntica hibrido (combina la computacién cuantica
y clasica, para resolver un problema). EI método estima cada una de las entradas de la matriz de coeficientes identificando las
columnas linealmente independientes, ademas de estimar la matriz de errores. Daremos un ejemplo concreto cuando el rango de
la matriz de coeficientes es conocido. Cuando el rango no es conocido, tenemos un problema NP-hard con solucion. La obtencién
de la matriz de coeficientes se obtiene a través de un algoritmo de bisqueda cuéntica no oracular (NQS, non oracular quantum
search algorithm), vea [1], [2], en su etapa inicial se debe de realizar una busqueda combinatoria sobre todos los posibles rangos,
después de ello sobre todas las posibles distribuciones de las columnas linealmente independientes en la matriz.

En nuestra investigacion realizamos parcialmente la ejecucion del mencionado algoritmo cuéntico, sin embargo, mostramos
a detalle la parte critica del mismo, que consiste en reducir a la funcion de pérdida L,, definida en [1], [2], a un problema de
optimizacion cuadratica multivariada, ademas de optimizarla, esta etapa es un punto de partida para aplicar completamente el
algoritmo. Mostramos una sola optimizacion de todas las que se deberan realizar a través de una bisqueda combinatoria
especificada en [1], [2]. La Gltima etapa del algoritmo NQS, consiste en elaborar una sucesion creciente a partir de los parametros
de cada optimizacion mencionadas sustituidos en la funcion de pérdida L,, trabajo que estd no incluido en este articulo y que
corresponde a un problema NP-hard (cuando el rango de la matriz no es conocido). La comprensién de nuestro trabajo, permitird
a distintas areas de estudio que posean datos multivariados reales poder realizar predicciones como la demografia, medicina, etc.

Palabras clave: modelo lineal multi-respuesta, analisis multivariado, algoritmo de la computacion cuéantica.

Abstract

This paper studies the high-dimensional, low-rank multivariate linear model, which provides us with relevant information given a
sample, with the help of a hybrid quantum computing algorithm (combining quantum and classical computing to solve a problem).
The method estimates each of the entries of the coefficient matrix by identifying the linearly independent columns, in addition to
estimating the error matrix. We will give a concrete example when the rank of the coefficient matrix is known. When the rank is
unknown, we have a NP-hard problem with solution. The coefficient matrix is obtained through of a non-oracular quantum search
algorithm (NQS), see [1],[2], in its initial stage, a combinatorial search must be performed on all possible ranks, then on all possible
distributions of the linearly independent columns in the matrix.

In our research we partially perform the execution of the mentioned quantum algorithm, however, we show in detail the critical
part of it, which consists in reducing the loss function L,, defined in [1], [2], to a multivariate quadratic optimization problem,
furthermore optimizing it, this stage is a starting point for the full implementation of the algorithm. We show only one optimization
of all those to be performed through a combinatorial search specified in [1], [2]. The last stage of the NQS algorithm consists in
elaborating an increasing sequence from the parameters of each optimization substituted in the loss function L,,, work which is not
included in this article and which corresponds to an NP-hard problem (when the rank of the matrix is unknown). The understanding
of our work will allow different areas of study with real multivariate data to make predictions such as demography, medicine, etc.

Keywords: linear multi-response model, multivariate analysis, quantum computing algorithm.
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I. INTRODUCCION

Una aproximacién usada comdnmente para el tratado en los modelos lineales multivariado de dimension alta 'y
rango bajo, se basa en la descomposicion de la matriz de coeficientes A4, la cual supongamos que tiene tamafio
p X g con rango r, por ejemplo, de acuerdo al método de descomposicidn en valores singulares [5], A se puede
descomponer como la multiplicacion €D@Q , donde C es una matriz de tamafio p X 7, Q es una matriz de tamafio
7 X q y D es una matriz diagonal de tamafio #, donde # es un estimador de r. De acuerdo al enfoque utilizado
para poder estimar a r, se pueden producir distintos estimadores #, vea [2], [11]. Estos poseen buenas
propiedades asintéticas, sin embargo, cuando no se cumple el supuesto de rango bajo, uno se encuentra con el
dilema de crear parametros desconocidos, para estimar a su vez parametros desconocidos, lo que implica que
la estimacion de C, Q, y D envuelve al menos (p + q)r parametros desconocidos, que son mas que los
pardmetros desconocidos en A, es decir, pr + rq = (p + q)r > pq, vea [1],[2]. Una nueva linea de estudio en
[1].[2] proponen estimar tanto a r como a la matriz de coeficientes A sin el método de descomposicion. La
intuicion es representar a la matriz de coeficiente A a través de dos tipos de columnas, el primer tipo son las
columnas linealmente independientes cuyo nimero es igual al rango r y el segundo tipo de columnas, si es que
existen, se forman como una combinacion lineal de las columnas linealmente independientes mencionadas.
Estadisticamente este nuevo proceso de aprendizaje es mas eficiente que el enfoque de minimos cuadrados y
los enfoques basados en la descomposicion, ya que solo se necesitan estimar (p + g)r — r? pardmetros que son
menores o0 iguales a pq, es decir, (p + g)r — r? < pq, desigualdad que se obtiene con mayor claridad a partir
de una de las hipotesis del método propuesto en [1],[2], a saber r < p < q.

Nuestra contribucion en el presente articulo recide en haber modelado un ejemplo concreto para el calculo de
la matriz de coeficientes 4, un estimador de la matriz 4, el cual muestra una de las predicciones citadas en [1],
[2], a saber que 4 es una aproximacion muy cercana a A. Con este calculo comprendimos que A representa una
optimizacion de una sola instancia de la funcion de pérdida L,, presente en [1],[2], y que definimos abajo. Este
célculo a su vez nos hizo comprender que L, modela un problema NP-hard (una clase de problemas
computacionales que son al menos tan dificiles, como los problemas mas dificiles en complejidad de la clase
NP, la clase de problemas que pueden ser resueltos por algoritmos de tiempo polinomial no determinista,[8]).
La obtencion de 4 (explicada a detalla abajo), requiere identificar su rango (que en este caso lo conocemos por
hipétesis), la distribucion de sus columnas linealmente independientes en 4, la muestra multivariada, el valor
de las columnas linealmente independientes (obtenidas a través de optimizar L,) y el valor de los coeficientes
que forman las combinaciones lineales que a su vez construyen las restantes columnas linelamente dependientes
(obtenidos a través de optimizar L,,), en caso de existir. Las limitaciones de nuestro trabajo reciden en el hecho
de tan solo representar una instancia de L,,, ya que como comentamos arriba, L,, modela es un problema NP-
hard, asi que resulta muy dificil plasmar en un articulo, todos los calculos para explicarlo, sin embargo, hemos
sentamos las bases para dar un ejemplo concreto de un problema NP-hard, en algin estudio posterior. Otra
aportacion de nuestro trabajo es que mejoramos definicion de L,, al definirla més clara de entender, con respecto
a las definiciones en [1],[2], al incluir en su argumento, cada uno de los parametros que la definen, en orden.

La ventaja del algoritmo NQS sobre los algoritmos de blsqueda de computadoras electrénicas, se menciona en
la siguiente informacién presente en [1], [2]. Para una blusqueda combinatoria sobre D = 29 modelos, un
algoritmo de computacién electrica requiere de O (D) consultas para encontrar el modelo objetivo, por ejemplo,
la obtencion del estimador 4 es un ejemplo de una consulta, que al explorar todos los posibles estimadores,
elegiriamos el mejor de ellos en cuando al rango, de acuerdo a un criterio aclarado en [2], a saber el Criterio de
Informacion Bayesiana (BIC, Bayesian Information Criterion), por otra parte, el algoritmo NQS requiere de
O(log, D) iteraciones para converger con una alta probabilidad a los parametros que nos producen el modelo
objetivo.
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1. MODELO Y METODO DE ESTIMACION

Establecemos las notaciones que utilizaremos en cada uno de los elementos que conforman el modelo lineal
multi-respuesta propuesto en el articulo, "Learning High Dimensional Multi-response Linear Models with Non-
oracular Quantum Search™ [1].

Usamos Y para denotar al vector de todas las variables respuesta, X el vector de todas las covariables, asi que
de ahora en adelante, sin ninguna confusion, llamamos a ¥ la variable respuesta, a X la covariable. Asumimos
que Y es de dimensién g x 1, X es de dimensién p x 1. Tanto p como g pueden tender a oo, cuando el tamafio
de la muestra tiende a o. El modelo lineal multivariado de dimension alta y rango bajo que se aborda en [1],
[2], [7] es

Y=A"X+¢€ @

. . N . T
donde A es una matriz desconocida de tamafio p X q, de rango desconocidor, conr < q < p, €= (el, e eq)
es un error aleatorio de dimension g X 1, junto con las siguientes condiciones

E(e|X)=0, cov(e|X) =2

asumimos que £ = a*I;, con o* desconocido.

Cada una de las columnas de la matriz A puede ser escrita como una combinacion lineal de las  columnas que
son linealmente independientes de A. Esta observacion motiva la estimacion de A y r, recuperando las columnas
linealmente independientes. A continuacion explicamos el método de estimacion para A propuesto en el
documento [1], en la seccion 11, "Model and Estimation Method", para el caso cuando r, el rango de la matriz,
es conocido. Se muestran cada uno de los conceptos asociados al método, para posteriormente pasemos a
mostrar un ejemplo concreto. Se presenta el método de estimacidn de A, de acuerdo con [1], [2].

Sea {X;,Y;}, i =1,...,n, una muestra tomada de {X, ¥}, con X; = (x;y, ...,xil[,)T yY, = (v, ...,yiq)T. Los
autores proponen la estimacion de A a través de minimizar la siguiente relacion:

Ly (i jus oo s X1y oos Xu Yu o, Yoo, @, oo, @ b, on, By
=S (S0, — XT @)% + Skt — X7 1oy bua;))?} + 2 P(|lay, I @)

conrespectoa a;;’s, by;’s 'y {jy, -, jr}, donde 1 < j; <--- <, < gq. Donder es el rango de la matriz a estimar
A, j, representa I-ésima columna linealmente independiente en A con 1 <1 <, a;, es el vector columna

linealmente independiente que forma A4 y by, son los coeficientes que forman las combinaciones lineales
tomando a los vectores a;;’s, los coeficientes que contruyen las columnas linealmente dependientes, en caso de

existir, es decir, 21—, by, a;. La coleccion de estos estimadores por columnas, denotado como 4, nos da el
estimador de A.

En el siguiente pérrafo presentamos las mismas definiciones tomadas de [1].

Para 1€{1,..,7}, 7 denota el minimizador de (2, D=, ..5;}, @, JED vy

by, k € D¢, con D¢ el complemento de D. Entonces la j-ésima columna de A es estimada por a,sij€e Do
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Y by a;,ifje De. La coleccion de estos estimadores por columnas, denotado como A4, nos da el estimador
de A.

Cuando ry {jy, ..., j-} estan fijos, la minimizacion de L,, es un problema de optimizacion cuadrética el cual ha
sido estudiado en [1], [2]. Sin embargo, la minimizacion de L, con respecto a r y {jy, ..., j} €S no convexa y
envuelve una busqueda combinatoria sobre Zle(ﬁ) = 29 — 1 opciones. Sin una relajacion convexa o una
aproximacion por etapas, la optimizacion es computacionalmente equivalente a un problema NP-hard (una clase
de problemas computacionales que son al menos tan dificiles como los problemas mas dificiles en complejidad
de la clase NP, la clase de problemas que pueden ser resueltos por algoritmos de tiempo polinomial no
deterministas, [8]). Laregresion lineal multivariada tiene por objetivo minimizar la funcion de pérdida L,, citada
en la ecuacion (2), en nuestro caso lo hacemos aplicando iteradamente el método de la gradiente descendente
(por ejemplo, ya que hay varios métodos), que provoca en cada iteracion se vaya aproximando a los valores de
los pardmetros que minimizan a L,,, incluso en algunos casos, los pardmetros (coeficientes) llevan a L,, a cero,
el minimo absoluto de la funcién, ya que la misma es no negativa [7], [9]. A continuacién, mostramos un
diagrama de flujo del método (véase Fig. 1).

Muestra
multivariada
de entrada
(Xi,Yi)
conocida

N T

Suponer el
rango

conocido r en Etapa 4: Una vez
i conocidos los . . L
la matriz de —— Finalizacion
coeficientes A vectores columna
I a_{I}, construimos A
7

Iniciar la
modelacion,
sustituyendo los
valores conocidos
de la muestra en el
modelo lineal
multivariado, y
suponer la matriz de
coeficientes A
desconocida

I 4

Etapa 3: Una vez
conocidos los
valores a_{I}
sustituiren Ln y
minimizar la parte
restante de Ln para
estimar los valores
de b_{k}

- Etapa 2: Utilizar el Se minimiza los términos

Etap.va'u 1 Deﬂ.mr.la método del descenso indicados de Ln respecto
funfr:O::aiZErgda del gradiente para a esos vectores

info’rmacic‘m del estimar los vectores columna, una vez que se
bloque anterior columnas linealmente ) h.as aglgnad.o sus

a_{l}de A distribuciones j_{i} en A

Fig. 1. Diagrama de flujo para la optimizacion de la funcion de pérdida L,,.
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I1. RANGO I DE LA MATRIZ A ES CONOCIDO

En el siguiente ejemplo ejecutaremos al algoritmo sugerido por los autores de [1], [2], para el caso cuando el
rango r de la matriz 4 es conocido. Explicaremos a detalle cada uno de los pasos realizados para conseguir el
objetivo de encontrar los valores de las entradas que conforman a la matriz en cuestion. Hacemos notar que el
ejemplo que presentaremos a continuacion es un “problema de optimizacion cuadratica multivariada”, resuelto
con ayuda de un algoritmo de la computacidn cuantica [3], [4], [6], [10] en el siguiente ejemplo concreto.

Ejemplo 1.1. Considere una muestra {X;,¥;}, i=1,2, tomada de {X, Y}, con los valores de X; y ¥; definidos a
continuacion:

X={X;,X,} y Y={V,Y,}

Donde
= (1)
-1 1
x=|41 ,x,=|-3]|
\2). 1)
1 5x1 2 5x1
y
44 63
| 23 | 11
e —26 Yo = 18
15 4X1 110 4X1

lamatriz AT de tamafio 4 x 5, que resuelve la modelacion de la muestra usando el modelo lineal multivariado
y el método propuesto por el articulo [1], es:

7.977 5751 -1.960 10.636 12.387
T _ [ —0.668 3820 2875 5834 5.655

4 —5.134 5.510 -—3.762 2.817 4.327 ®)
—19.082 34.608 —0.339 34.631 38.952/ ;s
la cual relacionaa X; con Y;, i = 1,2, a través de las siguientes ecuaciones:
Yi = ETXL' + Ei
de acuerdo a los célculos realizados en RStudio utilizando el método sugerido, se obtiene:
44 7.977 5751 —1.960 10.636 12.387 _31 0.001
Y. = 23 | _( —0.668 3.820 2.875 5834 5.655 4 |+ 0.001 @)
7\ -26 —5.134 5510 -3.762 2817 4.327 5 —0.001
15 —19.082 34.608 —0.339 34.631 38.952 1 0.000
y
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63 7.977 5.751 —-1960 10.636 12.387 /i\ 0.005
Y. = 11 _ —0.668 3.820 2.875 5.834 5.655 |_3|+ —0.003 ©)
2 18 —-5.134 5.510 -3.762 2.817 4,327 1 0.001
110 —19.082 34.608 —0.339 34.631 38.952 \2/ 0.000
es decir
44 43.999 0.001
y. = 23 | = 22999 |, [ 0.001
17\ -26] | —-25.999 —0.001
15 15.000 0.000
y
63 62.995 0.005
y,—| 11 |- [ 11003 [ —0.003
2 18 17.999 0.001
110 110 0.000

Observe que la matriz AT definida en la ecuacion (3), es una pequefia rotacion de la matriz AT definida a
continuacion:

8 6 -2 11 12

-1 4 3 6 6

-5 5 -4 3 4 ©)
—-20 35 0 35 40

AT =

que produce céalculos muy aproximados a los que se encuentran en las ecuaciones (4) y (5). En concreto la matriz
AT ha producido los datos de manera artificial que nos ayudaran a comprobar el método propuesto en [1].

44 8 6 -2 11 12 /_31\ 0

vl B [-1 4 3 6 6,0

15| 26 5 5 -4 3 4|7 0

15 20 35 0 35 40/ |2 0

y
2

63 8 6 -2 11 12 /1\ 0

(1) (-1 4 3 6 6|} 0

V=118 )75 5 —4 3 a4 |13|+ 0

110/ \-20 35 0 35 40/\ ] 0

una vez establecido un preambulo de los resultados (la obtencion de la matriz AT que en este ejemplo tiene 20
entradas), iniciamos enlistando los pasos generales a seguir, para la aplicacién del método sugerido por los
doctores Jinyang Chen, Yuan Ke y Cheolwoo Park en [1], para el caso cuando r, el rango de la matriz A es
conocido:

Etapa 1: Modelar la muestra de acuerdo al modelo lineal multivariado propuesto en la ecuacion (1).
Ello incluye la necesidad de modelar todas aquellas incognitas involucradas en el modelo, hacer uso
adecuado de las suposiciones que propone el método, ademas de tener muy presente cada uno de los
pardmetros que se obtienen de la muestra, los cuales definen una instancia de la ecuacion (2).
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Etapa 2: Una vez definida una instancia de la ecuacion (2), se han fijado al rango r y al conjunto
{j1, -, Jjr}, con estas condiciones iniciales, se minimiza la parte de la funcién definida en la ecuacion
(2), que a continuacion citamos

2?:1{2121(3’171 - X;rajl)z} + 2l=1 Pl(”ajz”) Y]

En nuestro caso hemos elegido el método del descenso del gradiente, para minimizar los términos
indicados en (7), sobre el método sugerido en [2] (estimacion estandar por minimos cuadrados
penalizados), ya que los mismos autores enfatizan la no unicidad, del método de minimizacion
seleccionado para (7), con respecto de las a;;’s. Una vez encontradas las a;,’s que minimicen el

término izquierdo de (7), las definiremos como a](.?)’s, es claro que la definicion de la funcion de

penalizacion Py, influye en la minimizacion.

Etapa 3: Debemos minimizar la siguiente expresion
D=1 Zke{h,...,jr}(yik - XiT Yi=1 bkla,('O))z ©)
1

con respecto a by; y denotaremos como b,(fl’)’s aquellos valores que minimicen a (8).

Etapa 4: Considere a a](?)’s y b,(ﬁ)’s como valores iniciales y minimice (2). Para definir los términos
de la iteracién, definimos a a](;)’
Continue la iteracion hasta la convergencia, el limite de las a;’s y by;’s es el minimizador de (2). Una

vez conocidos todos los valores de a}f)’s construimos la matriz 4 de acuerdo con la distribucion
asignada de cada uno distinguiendo entre los que son linelamente independientes y los que son
linelamente dependientes.

Sy b,g’l)’s como las a;,’s 'y by;’s obtenidas en la i-ésima iteracion.

Comenzamos con la explicacion detallada de cada una de las etapas.

Etapa 1

La matriz A que relaciona a los vectores X; de tamafio 5 x 1, con los vectores Y; de tamafio 4 X 1, para
i = 1,2 respectivamente, a través del modelo lineal multivariado en la ecuacién (1), esta dada por:

d17 A2 A13 Ay
dz1 dzz dp3z dApg
A=|as azx azg as | ©)]

Ag1 Az A3 Ay
A5y A5z A5z Asg/ o,
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supongamos que el rango de A es conocido. Sea r = 3 el rango de la matriz 4 en (9), asi que el
modelo lineal multivariado para la muestra dada, que las relaciona respectivamente, esta dado por:

44 A1 QA1 A3; Ay Asg /_31\ €11
23 A1z Ay A3z Ayp Asp €12
Y, = = = TX
1 —26 Qi3 QA3 A3z QA3 dsy l g |+ €13 AX+ e
15 A1q Qg A3z4 Ay Asy \ 1 / €14
y
2
63 A1 4z Q433 Ay Asy 1 €21
11 A1z Ay A3z; QAyp Qs €22
Y, = = — = ATX
2 18 Qi3 Qz3 Q33 Q43 g3 | 13 |+ €23 2t €
110 Q14 Q4 Q34 Qygq QAsy \ 2 / €24
0 bien, en su forma més simple
44 3ayq — Ay +4az; + 2a4; + as;y + €44
23 — 3a12 - azz + 4a32 + 2a4_2 + asz + 612
—26 3a13 - a23 + 4a33 + 2a4_3 + a53 + 613
15 3a14_ - a24_ + 4a34_ + 2a4_4_ + a54_ + 614
y
63 2a;; +a;; —3az; +ay +2a5, + €y
11 — 2312 + azz - 3332 + 342 + 2352 + 622
18 2313 + 323 - 3333 + 343 + 2353 + 623
110 2314_ + 324 - 3334 + 344 + 2354 + 624

ahora pasamos a la definicién del conjunto

U Jzr 0 Jr}

de acuerdo con la informacion tanto de la muestra, como de la suposicion relacionada con el rango
de la matriz A, los valores de los pardmetros p y r, son p = 5 de acuerdo a la informacion de la
muestray r = 3 de acuerdo a la suposicién inicial.

Sean j1 =1, j2=2Yyjs =3, lo que significa en el método, que por una parte ji, con 1 <i < 3, representa
la i-ésima columna linealmente independientes de la matriz A asi que al establecer j; = 1 se indica que
el primer vector linealmente independiente de la matriz A se encuentra en la primera columna de la
misma, j, = 2 se indica que el segundo vector linealmente independiente de la matriz A se encuentra
en la segunda columna de la misma, y como es de esperar, js = 3 se indica que el tercer vector
linealmente independiente de la matriz A se encuentra en la tercera columna de la misma. Asi que:

Dy = (i Jzr e} = UrrJ2,J3} = {1,2,3}
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Ahora elegimos la funcidn de penalizacion que no penaliza a ningina columna de la matriz de rango
completo Ay, la submatriz de A de rango 3 formada por los 3 vectores linealmente independientes

a;, la definimos a continuacion:

/an 25V
a1 Qap;

Ap, = | az1  asz
as1  Ag2
as; dasp

a13\
azs
ass | (10)

as3
a
53 5%3

de (10) es claro que a;, con 1 <[ < 3, es alguna de las 3 columnas de la submatriz Ay, .

Definimos a la funcion de penalizacion que no penaliza a ninguna columna de Ay, a continuacion:

3
PA(||a]-l||) =0, V1<1<3, portanto, ZPA (||a]-l ||) =0

=1

en este punto tenemos la informacion completa de todos los parametros que posee la muestra y que a su vez
define una instancia de la ecuacion (2), como se observa en (11).

Ly (35 j1iJ20 03 X1, X2, Y1, Y5, a.q,q, by1,b4z,b43)

=Y {3y, — XT @) + Ticsegimsjp=z jo=yVik — Xi Zie1 b))} + X3, Pi(lay, D

= %:1{Z?=1(yijl = X] @) + Yposei=1jp=2,j5=3Vix — Xi Ziz bklajl)z} (11)
= (44 — Bayy — ayy + 43, + 204, +a5y))” — — — (11.1)
+(23 = Bayy — ayy + 4053 + 204, + a5))" — — — (11.2)
+(=26 — (3033 — Ays + 4a55 + 245 + ag3))’ — — — (11.3)
+(63 = 2auy + ayy — 305, + a4y + 2a57))° — — — (11.4)
+(11 = Qay, + ayy — 3033 + Ay + 2a5,))° — — — (11.5)
+(18 = (245 + ays — 3033 + A3 + 2a53))" — — — (11.6)
+ 281 Tkmaefiy=1ip=2js=3) Vi — b &Y bya;)> ———(117)

Se ha terminado con la etapa 1, ahora pasaremos a los célculos en RStudio que llevan a cabo el método
de aproximacion elegido para obtener un minimo local de la expresion matematica en (11).
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Etapa 2

En esta etapa buscaremos minimizar a la expresion (11), que en parte esta de manera explicita en los
términos del (11.1) al (11.6). Es decir, deberemos de encontrar los valoresde a;; con 1 <i <5y1<
J < 4 que minimicen los términos del (11.1) al (11.6). Como lo habiamos mencionado anteriormente,
utilizaremos el método de la gradiente descendente.

Iniciamos con los calculos del vector a; , la primer columna de la matriz A que se desea estimar, para
ello definimos la funcién a minimizar, la gradiente de la funcién con respecto a cada parametro a
estimar, que en este caso, para simplificar la notacion en RStudio, establecemos que a,; = a, a,; = b,
a;; =¢, a,; =d y as; = e (haremos una equivalencia semejante para las siguientes estimaciones),
establecemos los valores iniciales de la iteracion, establecemos el valor de la razon de aprendizaje para
el método de minimizacion elegido, establecemos el ndmero de iteraciones hasta obtener un valor

convergente.

Los calculos fueron realizados en RStudio, y los presentamos para facilitar la comprobacion de los
resultados obtenidos, asi como comprobar la prediccion afirmada por la teoria.

A continuacion, se presentan en las figuras los codigos en RStudio de las simulaciones correspondientes
a los 3 vectores linealmente independientes que la hipétesis considera.

Célculos para a](.f)

Y11=44
Y12-63

# Define the function to minimize
f <- function(a, b, c, d, e) {return((Y1l - 3*a + b - 4*c - 2*d - e)A2 +
(Y12 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)A2 )}

# Gradient of the function with respect to each parameter

gradient <- function(a, b, c, d, e) {
grad_a <- -6*(Y1l - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -4*(Y12 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
grad_b <- 2*(Y1l - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -2*(Y12 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
grad_c <- -8*(Y1l - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) + 6%(Y12 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
grad_d <- -4*(Y1l - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -2*(Y12 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
grad_e <- -2*(Y1l - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -4*(Y12 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
return(c(grad_a, grad_b, grad_c, grad_d, grad_e))

o

3

Initial parameter values

<- -5
<-5
<- -2
<- 3
<-4

o Q7T o o

# Learning rate
alpha <- 0.01

# Number of iterations
iterations <- 100

Fig. 2. Célculos para a}f).
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Se realizaron iteraciones necesarias hasta alcanzar valores de convergencia, que se encuentran al final del cédigo
en color azul en la Figura 2.

# Perform gradient descent
for (i in 1:iterations) {
# Compute gradient
grad <- gradient(a, b, c, d, e)

# Update parameters

a <- a - alpha * grad[1]
b <- b - alpha * grad[2]
c <- ¢ - alpha * grad[3]
d <- d - alpha * grad[4]
e <- e - alpha * grad[5]

# Print current iteration and parameter values
cat("Iteration:", i, "\n")
cat("a:", a, " b:", b, " c:", ¢, " d:", d, " e:", e, "\n")

}

# Print final result
cat("Final result:\n")
cat("a:", a, " b:", b, " c:", ¢, " d:", d, " e:", e, "\n")

a: 7.977586 b: 5.751724 c: -1.960345 d: 10.63621 e: 12.38793
Fig. 3. lteraciones para valores de convergencia.

Célculos para a](.f)

Y12-23
Y22=11

# Define the function to minimize
f <- function(a, b, c, d, e) {return((Y21 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e)"2 +
(Y22 - 2*%a - b + 3%c - 1*d - 2*e)A2 )}

# Gradient of the function with respect to each parameter

gradient <- function(a, b, c, d, e) {
grad_a <- -6*(Y12 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -4*(Y22 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
grad_b <- 2*(Y12 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -2*(Y22 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
grad_c <- -8*(Y12 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) + 6*%(Y22 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2%e)
grad_d <- -4*(Y12 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -2*(Y22 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
grad_e <- -2*(Y12 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -4*(Y22 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
return(c(grad_a, grad_b, grad_c, grad_d, grad_e))

3#*

Initial parameter values

<~ -5
<~ 5
<- -2
<-3
<- 4

® QanNn oo

# Learning rate
alpha <- 0.01

# Number of iterations
iterations <- 100

Fig. 4. Célculos para a;”.
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Se realizaron iteraciones necesarias hasta alcanzar valores de convergencia, que se encuentran al final del cédigo
en color azul en la Figura 4.

# Perform gradient descent
for (i in 1:iterations) {

}

# Compute gradient
grad <- gradient(a, b, c, d, e)

L Update parameters

a <- a - alpha * grad[1]
b <- b - alpha * grad[2]
¢ <- ¢ - alpha * grad[3]
d <- d - alpha * grad[4]
e <- e - alpha * grad[5]

# Print current iteration and parameter values
cat("Iteration:", i, "\n")
cat("a:", a, " b:", b, " c:", c, " d:", d, " e:", e, "\n")

# Print final result
cat("Final result:\n")
cat("a:", a, " b:u’ b, " c:u, c, " d:"’ d, " e:n, e, .,\n")

a:

Célculos para a](.f)

Y13=-26
Y23= 18

# Define

-0.6689655 b: 3.82069 c: 2.875862 d: 5.834483 e: 5.655172

Fig. 5. lteraciones para valores de convergencia.

the function to minimize

f <- function(a, b, c, d, e) {return((Y31 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e)"2 +

(Y32 - 2*%a - b + 3% - 1%d - 2*e)A2 )}

# Gradient of the function with respect to each parameter

gradient
grad_a
grad_b
grad_c
grad_d
grad_e

<- function(a, b, c, d, e) {

<- -6*(Y13 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -4*(Y23 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
<- 2*(Y13 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -2*(Y23 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
<- -8%(Y13 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) + 6*(Y23 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
<- -4*(Y13 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -2*(Y23 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)
<- -2*%(Y13 - 3*a + b - 4*c - 2*d - e) -4*(Y¥23 - 2*a - b + 3*c - 1*d - 2*e)

return(c(grad_a, grad_b, grad_c, grad_d, grad_e))

# Initial parameter values

<- -5
<-5
<= =2
<-3
<= 4

T QanNn oo

# Learning rate

alpha <-

# Number

0.01

of iterations

iterations <- 100

Fig. 6. Célculos para a”.
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Se realizaron iteraciones necesarias hasta alcanzar valores de convergencia, que se encuentran al final del cédigo
en color azul en la Figura 6.

# Perform gradient descent
for (i in 1l:iterations) {
# Compute gradient
grad <- gradient(a, b, c, d, e)

# Update parameters

a <- a - alpha * grad[1]
b <- b - alpha * grad[2]
c <- ¢ - alpha * grad[3]
d <- d - alpha * grad[4]
e <- e - alpha * grad[5]

# Print current iteration and parameter values
cat("Iteration:", i, "\n")
cat("a:", a, " b:", b, " c:", ¢, " d:", d, " e:", e, "\n")
}
# Print final result

cat("Final result:\n")
catC’az"; a;. “bs%; b, W ies™, «¢y M @i, d; e, & "N\

a: -5.134483 b: 5.510345 «c: -3.762069 d: 2.817241 e: 4.327586

Fig. 7. lteraciones para valores de convergencia.

Obsérvese que en las tres iteraciones realizadas, han sido elegidos los mismos valores para los pardmetros
iniciales. La teoria afirma sobre la libertad de elegir cualesquiera pardmetros iniciales, sin embargo, en esta
investigacion, para entender este método sugerido, nos dimos cuenta que hay parametros iniciales que aproximan
mejor que otros.

Enlistamos las tres columnas estimadas para 4 correspondientes a la hipétesis inicial del problema analizado,
gue supone tener un rango igual a 3:

/ 7.977586 \ /—0.6689655 /—5.134483
5.751724 3.82069 5.510345
a” =| -1.960345 |, a¥ =| 2875862 |, a’ =| -3.762069 | (12)
\ 10.63621 / \ 5.834483 / \ 2.817241 /
12.38793 5.655172 4.327586
Una vez determinados los vectores linealmente independientes de 4, nos referimos a los vectores a}f), ag’) y

ag’), podemos pasar a la siguiente etapa para poder minimizar la expresion (11.7).

Etapa 3

Sustituimos los vectores a](.f), a](g) y a](:) en laexpresion (11.7) y minimizamos la expresion resultante,

a través del hecho de que la funcidn resultante es convexa y asi, cualquier punto critico de la funcion,
resulta ser minimo local. Una vez encontrados los valores de b, bs, Y b,s, €stamos en condiciones de

construir a @', como una combinacion lineal de a”, a y a'”. A continuacién, presentamos la

J1’
funcién que modela la parte de la muestra relacionada con la expresion (11.7), cuyos pardmetros
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desconocidos deseamos estimar, se refiere a la que nos permite la estimacion de los coeficientes b,
by, Y b,s, de la combinacion lineal afirmada por la hipétesis, es decir

al” =b,a + by,a) +byal” (13)

La funcién que nos permite estimar b,,, by, Y byz, @ partir de conocer a las cuartas entradas de la

muestra, y,4, V.4, Y de los vectores estimados a(o) a}:) ya (0) )

f(a,b,c) = (15 — b,;(43.999) — b,,(22.999) + 1943(25.999))2

14)
+(110 — by (62.995) — by, (11.003) — by(17.999))

Veamos como fue obtenida la mencionada funcién. Para ello, tal como lo recomiendan los autores del
manuscrito [1], estimaremos a a}f) (la cuarta columna de la matriz A que deseamos estimar) a partir

de la expresion en (11.7), junto con los valores de los parametros que contiene la muestra dada, n = 2,
el tamafio de la muestra, k = 4, la cuarta coordenada de las variables resultantes ¥, y Y,, y r =3,
el tamafio del rango de la matriz a estimar A.

r
ik — XiT Zl_lbkl )2

i=1 k=4¢{j;=1,j,=2,j3=3}

2

=Z Yia — (Z b XT (o))

i=

'MN

1l
_

(yl4_b41(XT (o)) by (XTa (0)) bes(XTa (0))

=(3’14_b41(XT ]1)) b42(XT (0)) b43(XT (0))

2

+ (J’z4 - b41(X2 (0)) by, (X (0)) b43(X (0) )
= (15 — b4,(43.999) — b,,(22.999) + b43(25.999))2
+ (110 — b,,(62.995) — b,,(11.003) — b43(17.999))2

i

En la investigacién realizada para intentar minimizar los términos en la expresion (11.7), ha resultado ser poco
efectivo el método de la gradiente descendente, ya que los valores a los que convergen, en el método son valores
extremadamente grandes, a saber, b,; = —1.5319 x 10%'!, b,, = —4.6550 x 10%° y b,, =1.9027 x
10219, cantidades que resultan ser poco practicas para nuestos fines, ademas de estar truncadas. Asi que para
minimizar los términos en la ecuacién (14), utilizaremos el hecho que la misma es una funcion convexa, asi
que, si un punto critico al ser evaluado en la funcion me da 0 (o virtualmente 0, debido a manejo de valores
truncados), nos aseguramos de encontrar un minimo local.
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A continuacion, los calculos necesarios para minimizar los términos en la ecuacion (14) (véase Fig. 8).

# Define the function to minimize
f(a, b, ) = (15 - 43.999*a -22.999*b + 25.999*c)”2 + (110 - 62.995*a -11.0@3*b -17.999*c)"2

# To find a critical point

grad_a <- -87.998*(15 - 43.999*a -22.999*b + 25.999*c) - 125.99%*(11@ - 62.995*a -11.0@03*b -17.999*c)
grad_b <- -45.998*(15 - 43.999*a -22.999*b + 25.999*c) - 22.006*(11@0 - 62.995*a -11.003*b -17.999*c) = @
grad_c <- 51.998*(15 - 43.999*a -22.999*b + 25.999*c) - 35.998*(110 - 62.995*a -11.003*b -17.999*c) =

[}
(=]

# An equivalent system

11808.56*a + 341@.134*b - 20.16599%*c = 15178.87
3410.134*a + 1300.04*b - 799.816%c = 3110.63
-20.1659%*a - 799.816*b + 1999.824*c = 3179.81

# Solution parameter values
a= 0.071848

b= 4.2217

c=3.27921

# A value almost @

(15 - 43.999%a -22.999*b + 25.999*c)A2 + (110 - 62.995*a -11.003*b -17.999*c)” 2 = 8.695449e-09
=0.0000008695449

Fig. 8. Célculos para minimizar los términos de la ecuacion (14).

De acuerdo con los célculos, los valores de los coeficientes que satisfacen la ecuacion (14) son
a=b%=0071848, b=b9 =42217 y c=b2 =327921

y con estos valores estimados, podemos calcular la cuarta columna de la matriz 4, nos refererimos al vector
(0)

}4’

(0) = p©q©® +b(0) (0) + p@q©®

41 ] 43 ]3
/ 7.977 \ / 0.668 / 5.134
5.751 3.820 5.510
= (0.071848) | —1.960 | + (4.2217)| 2.875 |+ (3.27921)| —3.762 |
10.636 5.834 2.817
12.387 5.655 4.327
que al simplificar obtenemos
/—19.082
34.608
a? =| -0339 | (15)
34.631
38.952

Finalmente, con los vectores estimados en la ecuaciones (12) y (15), hemos completado la bisqueda de las 20
incognitas que conforman la estimacion de la matriz A que se aproxima al modelo lineal multivariado en (1),
cuya transpuesta ya habiamos presentado en (3).
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V. CONCLUSIONES

Este articulo introduce parcialmente a un algoritmo en computacion cuéntica no oracular NQS aplicado a un
modelo lineal multi-respuesta (el Unico conocido hasta ahora, de acuerdo a sus autores), aunque no es una
innovaciodn la construccion de una matriz de coeficientes en un modelo lineal multivariado a través de obtener
las columnas linealmente independientes de la misma, y el resto de columnas construirlas como una
combinacioén lineal de las mencionadas, si lo es el concepto de no oracular dentro de una algoritmo cuéntico
(por ejemplo el algoritmo de Grover, que tiene la desventaja notable de inicialmente conocer, o bien, suponer
conocido el estado solucién , dentro de un conjunto de estados cuanticos o bien vectores, situacion que les pasa
a los algoritmos cuénticos oraculares conocidos, en la vida real usualmente no se dispone de tal informacion).
La implementacion completa del algoritmo cuantico NQS resuelve un problema NP-hard.

Nuestra contribucién ofrece una alternativa en el tratado de modelos lineales multi-respuesta respecto del
tradicional método de descomposicidn en valores singulares o del método minimo cuadrados penalizados, nos
referimos a la optimizacion de la funcion de pérdida L,,. A diferencia de muchos trabajos tedricos, el nuestro
implementa detalladamente el proceso de optimizacién de un modelo complejo utilizando datos realistas
calculando de manera explicita a cada uno de sus estimadores, incluyendo un ejemplos de los cddigos utilizados
para obtenerlos, para impulsar la reproducibilidad y aplicabilidad del método, para cientificos o para quienes
quisiesen explorar el mismo sin que sea la falta de la comprension teérica o técnica computacional un factor
para su estudio o aplicacion. Nuestro trabajo vive en la interseccion de disciplinas tales como computacién
cuantica, optimizacion computacional, fisica aplicada, matematicas aplicadas, ingenieria y estadistica; asi que
la presente investigacion puede impactar en una amplia comunidad. Prepara un marco de trabajo para la
optimizacion de un problema NP-hard (cuando el rango de la matriz de coeficientes no es conocido), punto de
inicio para futuras exploraciones en el tema. Nuestro documento tiene la didactica suficiente para guiar al lector
desde los supuestos tedricos hasta el uso de practico de codificacion computacional, lo que lo convierte en una
herramienta para los investigadores al abordar o comprender modelos similares y para los docentes una
herramienta excelente.

Otra aplicacién de gran importancia radica en la prediccion de valores de una muestra no conocida, a partir de
valores de una muestra conocida. Esta aplicacion podria ser de gran interés para areas de estudio poco
involucradas con las matematicas avanzadas, tales como la medicina, psicologia, demografia, etc.

Este modelo nos permite manejar variables de manera simultanea, asi el analisis para obtener la solucién es
versatil. Por supuesto que resolver el modelo nos permite predecir las respuestas para muestras de nuestro interés.
Las hipotesis que requiere el método propuesto en [1] son muy claras, tales como la independencia lineal de las
columnas, el rango y el tamafio de la matriz, etcétera.

En términos generales, el modelo lineal multivariado ofrece muchas ventajas, sin embargo, se debe tener cuidado
en su uso, teniendo en cuenta sus alcances, supuestos y limitaciones, para poder aplicarlos adecuadamente.
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